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Aufgabe 1 (12 Punkte).
Sei | - | ein Absolutbetrag auf dem Korper K. Eine Folge (ay,)nen ist eine Cauchyfolge, falls fir
jedes € > 0 ein n, derart existiert, so dass

|an, — am| < € fir alle n,m > ng.
(a) Zeige, dass jede Cauchyfolge konvergiert, falls der Absolutbetrag trivial ist.

(b) Zeige, dass die Folge der reelle Zahlen (|a,|)nen beschrankt ist, wenn (ay)nen eine Cauchyfolge
ist.

(c) Sei R die Menge aller Cauchyfolgen aus K mit koordinatenweiser Summe und Multiplikation.
Zeige, dass R ein Ring ist.

(d) Zeige, dass K sich in R einbetten ldsst.

(e) Zeige, dass
N = {(ap)nen Cauchyfolge mit a,, — 0}

ein maximales Ideal von C ist. Schliefle daraus, dass C/N eine Korpererweiterung von K ist.

(f) Gegeben eine Folge (an)nen, setze

Sp = Z(Ik.

k<n
Wir nehmen nun an, dass der Absolutbetrag nichtarchimedisch ist. Zeige, dass (s, )nen genau

dann eine Cauchyfolge ist, wenn a,, — 0.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei (R, T) ein topologischer Ring mit der Eigenschaft, dass es fiir jedes
x # 0 aus R offene disjunkte Teilmengen U und V mit x € U und 0 € V gibt, so dass R=U U V.
Zeige, dass die einzigen nichtleeren zusammenhéngenden Teilmengen von R die Einermengen sind.

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Sei R ein kommutativer Ring, welcher genau ein maximales Ideal 90T besitzt.

(a) Zeige, dass fiir jedes r aus 9t das Element 1 + 7 eine Einheit von R ist.

(b) Schliele daraus, dass fiir jeden R-Modul M das Element m aus M genau dann Null ist, wenn
m in M - m liegt.
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